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§O. INTRODUCTION 
SOIENT V une variete differentiable, F un feuilletage differentiable sur V, Q le fibre quotient 
du fib& tangent T(V) par le sowfibre tangent aux feuilles. Dans [9] on a introduit la notion 
de connexion transuerse projetabfe (C T P) sur la varittt (V, 9). Une C T P sera une 
connexion sur Q localement projetable suivant les feuilles de F. On a montre dans [lo] 
que l’existence d’une C T P est assuree par la nullite d’une obstruction a(F) qui est une 
classe de cohomologie genlralisee sur V. Cette obstruction etant analogue a celle dlfinie par 
Atiyah dans [l], on l’a appelee cfusse d’,4tiyuh dufeuilletuge. La construction de u(F) est 
brievement rappelte au$l. 
L’existence d’une C T P (u(9) = 0) a des consequences en ce qui concerne les classes 
caracteristiques du feuilletage. Dans [ 1 l] on a montre que, pour un feuilletage a C T P, les 
classes de Pontrjagin rtelles de Q sont nulles en dimension suplrieure a la codimension de 9, 
ce qui est un rafinement d’un resultat connu de Bott (voir [2]). Pasternak, dans [13], a 
dtmontrt la mCme propriete pour les feuilletages a “bundle-like metric”, qui sont des 
feuilletages a C T P particuliers. Cette propriete entraine l’apparition d’invariants second- 
aires (classes “ exotiques “) plus fins que ceux de Bott-Haefliger (voir [3] et [4]). On introduit 
ici, pour Ctudier ces invariants secondaires, des classes caracteristiques “ fines ” (ou busiques) 
des feuilletages a C T P, a valeurs dans la cohomologie des formes basiques de la varitte 
feuillette (au sens de Reinhart [14]). On montre que la nullitt des classes de Pontrjagin 
impaires basiques de Q entraine la nullite de certaines classes exotiques (Theorime 2 et 
suivants). 
11 nous a paru d’autre part interessant d’etudier rapidement les proprietes topolo- 
giques des feuilletages a C T P. Dans [14], Reinhart a demontre quelques proprietts topolo- 
giques remarquables des feuilletages a bundle-like metric. I1 est interessant de voir que la 
condition u(.F) = 0, de nature purement cohomologique, entraine pour le feuilletage des 
proprietes topologiques non triviales qui generalisent d’assez pres celles des feuilletages a 
bundle-like metric. 
En ce qui concerne les proprietes cohomologiques des feuilletages a C T P, l’etude faite 
ici rentre dans une large mesure dans le cadre des importants travaux de Kamber-Tondeur 
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sur les invariants differentiels des faisceaux d’algebres de Lie de champs de vecteurs (voir 
PI, [61, [7]). 
5 1. CARACT~RISATION COHOhlOLOGIQUE DES FEUILLETAGES .i C T P; EXEMPLES 
(a) On travaille dans la catigorie des varietes differentiables rtelles C” paracom- 
pactes. Les notations seront celles de [12]. Soient n = dim V, q = dim Q la codimension du 
feuilletage 9. On notera E,( V, pT, Gl(q, IL!)) le fibre des rep&es de Q, ou fibri des rep&es 
transverses au feuilletage. La projection locale de Q le long des feuilles d&nit sur E, un 
feuilletage invariant a droite %T dont les feuilles sont des revetements des feuilles de %. 
Soit L(E,) le fibre en algebres de Lie de E,. C’est un fibrl vectoriel feuillete (au sens de 
[lo]) au dessus de (V, %). 
E etant le fibrt vectoriel tangent aux feuilles, une decomposition en somme directe: 
T(V) = E @ Q dtfinit une decomposition duale : T* = Q* @ E* qui permet de d&composer les 
formes differentielles sur V en formes “ pures ” de type (p’, p). Suivant Reinhart (voir aussi 
[ 151) on decompose la differentielle da,., p d’une forme pure de type (p’, p) en ses compos- 
antes pures et on note d,r,.,, la composante de type (p’, p + 1). L’operateur dF dtfinit 
des espaces de cohomologie notes de facon tvidente HFP’* “(V; R). 
Plus generalement, si M est un fibre vectoriel feuillete sur (V, %), on definira de facon 
analogue les espaces de cohomologie HFp’. “(I’; M). 
Ceci Ctant, soit w une connexion infinitesimale sur E, pour laquelle le feuilletage %-, 
est horizontal (connexion “ transverse ” au sens de [9] ou “ basique” au sens de [3]). Sa 
courbure R sera une 2-forme sur V a valeurs dans le fibre en algtbres de Lie L(E,). 11 est 
facile de voir que R est somme d’une forme de type (I, 1) et d’une forme de type (2,O): 
fi = Ri.1 + G.0. (1) 
De plus, d, R, ,i = 0 et R,, 1 dtfinit done une classe de cohomologie [n, ,i] E H,‘* ‘(V; L(E,)). 
On vlrifie que cette classe ne depend pas de la connexion basique choisie. On la note a(%) 
et on l’appelle classe d’Atiyah du feuilletage. On a alors: 
THEOR~ME (voir [IO]). a(%) est l’obstruction a [‘existence sur la variPft feuillete’e (V, %) 
d’une connexion transverse projetable. 
On note encore que, si a(%) = 0, w, &ant une C T P on obtient toutes les autres en 
ajoutant a o, une 1-forme arbitraire q E HF1* ‘(V; L(E,)). Done HF1’ ‘( V; L(E,)) parametre 
l’ensemble des C T P. 
(b) Donnons deux exemples de feuilletages a CTP. 
Exemple 1. On peut donner des exemples de feuilletages ci CTP qui n’admettent 
pas de bundle-like metric: 
p ttant un nombre reel different de 0 et of: 1, on considere l’homomorphisme H + 
Gl(q, R) qui a l’entier relatif p associe l’homothetie de rapport pp. Cet homomorphisme 
dtfinit une representation de n,(S’) dans le groupe des diffeomorphismes de iw4. A I’aide de 
cette representation on construit un fibre de base S’, fibre-type Wq et groupe structural 
l’image de l’homomorphisme precedent. Ce fibre est naturellement muni d’un feuilletage 
transverse a la fibration. 
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Ce feuilletage est a C T P car le groupe structural laisse invariante la connexion plate 
standard de la fibre-type W. Par contre, il n’admet pas de bundle-like metric car le groupe 
structural ne laisse visiblement pas de mitrique invariante sur W. 
Cet exemple peut se gendraliser aisement : il suffit de faire operer le groupe fonda- 
mental d’une varittl B comme groupe de diffeomorphismes d’une variltl F respectant sur F 
une connexion lintaire mais ne laissant pas de mttrique invariante. 
Exemple 2 [Cet exemple m’a et6 signal6 par Koszul]. 
Soient G un groupe de Lie, g son algebre de Lie. Considerons une decomposition en 
somme directe g = h @ m, oti h est une sous-algtbre de Lie de g et [h, m] c m. La sous- 
algebre de Lie h dtfinit par translation a gauche un feuilletage 8. Soit E, le fibre des reperes 
transverses a ce feuilletage. Les champs de vecteurs invariants a gauche engendrts par une 
base de m permettent de dtfinir une section globale s de E, invariante par l’action de G. 
Sur cette section, la projection de g sur h suivant m determine une I-forme o a valeurs dans 
h invariante a gauche. La representation adjointe definit un homomorphisme h -+ g/(m). 
Par suite la I-forme w determine une connexion infinitesimale sur E, invariante par G a 
gauche. w est une C T P pour la variete feuilletee (G, 9). 
L’interet de ce cas vient en particulier de ce que les invariants secondaires definis au 
paragraphe suivant (classes exotiques des feuilletages a C T P) peuvent, dans cet exemple, 
etre represent& par des formes differentielles invariantes a gauche sur G. Bien entendu, ces 
invariants seront nuls si h est la sous-algebre de Lie dlfinie par un sous-groupe de Lie fermi 
H de G, car dans ce cas le feuilletage est simple. De m&me ces classes exotiques seront 
nulles si la representation adjointe de h dans m laisse un produit scalaire invariant. 
$2. CLASSES CARACTl?RISTIQUES DES FEUILLETAGES A C T P 
On conserve les notations des paragraphes precedents. 
2.1. NullitC de certaines classes caractkristiques 
w ltant une C T P, R sa courbure, le fait que R est pure de type (2,O) entraine que tout 
polynome en cette courbure de degri suptrieur a la moitie de la codimension q du feuilletage 
est identiquement nul. On en dtduit un rafinement du resultat de Bott relatif aux classes 
caracteristiques des feuilletages: 
THEOR~ME 1 (voir [I I]). Les classes de Pontrjbgin rbelles de Q sont n&es en dimension 
suphieure a la codimension du feuilletage. 
Pasternak a prouvc ce rlsultat dans [13] pour le cas d’un feuilletage a bundle-like 
metric. 
On peut done considtrer que, dans le cas general, les classes Pont“(Q; R) de degre 
compris entre 9 et 2q (q < k I 2q) du fib& transverse a un feuilletage sont des obstructions 
a l’existence d’un feuilletage homotope au precedent admettant une C T P. 
Remarque. Le resultat enonce et l’ttude qui va suivre se generalisent immtdiatement au 
cas des fib& principaux feuilletes sur (V, F) admettant une connexion projetable au sens de 
[1 l] et [12]. 
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2.2. Classes caractkristiques “fines ” des feuilletages g C T P 
Considtrons, avec les notations du $1, les espaces de cohomologie H$ ‘(Y; R) oh k 
prend les valeurs 0, 1, , q. Les elements d’un tel espace sont des k-formes reelles sur V 
projetables (localement) suivant le feuilletage, ou formes “ basiques ” (voir [14] et [l 51). La 
differentielle usuelle induit une differentielle d: H> ‘( V; R) + HEi1 s o (V; R) difinissant le 
complexe des formes basiques, dont la cohomologie sera notee: 
HLas( V; 58) = &I Hk,,(V; W). (2) 
k=O 
Ceci etant, soit cp un polynome symetrique de degre p sur gl(q, R) invariant par la 
representation adjointe. En substituant aux arguments de cp la courbure R d’une C T P o, on 
obtient une 2p-forme fermee qui dtfinira par projection sur V une classe de cohomologie 
basique indtpendante de la C T P consideree. On a construit ainsi des classes de Pontrjagin 
“ fines ” de Q, notees Pont,,_( Q; R), a valeurs dans la cohomoiogie des formes basiques. En 
particulier, on notera pi,,(Q), pour k = 1, . . . , 
[I 
i , les generateurs usuels de ces classes 
caracteristiques basiques, ,&( Q) E Hi&( V; R). 
II est important de noter que, en general: 
p&,(Q) # 0 pour k impair (3) 
contrairement a ce qui se passe pour les classes de Pontrjagin ordinaires de Q, classes que 
nous noterons p’(Q) E Hzk( V; R). Toutefois, ces classes basiques impaires sont nulles si le 
feuilletage admet une bundle-like metric. En effet, une telle metrique definit une C T P par- 
ticuiiere pour laquelle les formes differentielles representant les classes p:,,(Q) sont identi- 
quement nulles pour k impair. 
On pourra done considtrer les classes pi,,(Q), pour k impair, comme des obstructions 
ci l’existence, sur un feuilletage & C T P, d’une bundle-like metric. 
Bien entendu, toutes les classes caractiristiques fines sont des obstructions a I’existence 
d’une C T P sans courbure, et par consequent des obstructions ri l’existence d’une trivialisa- 
tion projetable de Q. 
L’injection naturelle des formes basiques dans les formes differentielles ordinaires 
induit, pour k = 0, 1, . . , q, une application: 
jk: /I:,,( V; R) + Hk( Y; R) dont on notera Nkns le noyau. (4) 
Avec ces notations, on a immtdiatement: 
pk(Q) =jZk(pi,,(Q)) et en particulier pits+,“(Q) E N~~~bfl’. (5) 
2.3. Classes exotiques [voir [3] et [7]) 
Pour k= 1, . . . . q, notons qk le polynome symetrique tltmentaire de degre k sur 
gl(q, R) invariant par la representation adjointe. Si R est la courbure d’une CT P w, la 
forme differentielle pk(fi) represente les classes caracttristiques correspondantes de Q pour 
k 2 q/2: 
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et 
Pi,*(Q) = bkWlh, E Hz;& v; R) (6) 
f+(Q) = [(p”(Q)] E HIk( V; W). 
Si d’autre part (3 est une connexion riemannienne sur Q, on definit par la methode de 
“comparaison” de w et d (voir Bott [3]) des formes differentielles I$$,~ de degre (Ik - 1) 
vtrifiant, pour k impair: 
d$;, G = q’(R). (7) 
Ici, k pourra prendre les valeurs 1, 3, . , 2r + 1, oh (2r + 1) est le plus grand entier impair 
I q. On notera que pour k > q/2 le second membre de (7) est nul. 
Ceci &ant, on considtre (voir [3], [7], [8]) l’algtbre differentielle: 
WO’ q/2 - - WC,, . . , cIq,2111(deg > q/V 0 A (h,, h,, . , h2,+J 63) 
avec la differentielle dc, = 0, dh, = ck si k I [I 4 , dh, = 0 si k > q/2. 
En posant: 
A’(ck) = cpk(R) et A’(h,) = @i, G (9) 
on definit un homomorphisme A’ de WO;,, dans l’algebre des formes differentielles sur V, 
compatible avec la differentielle, d’oh un homomorphisme: 
A’* : H*( WO,,z’) -+ H*( V; R). (10) 
Les classes de cohomologie appartenant a l’image de A’* seront dites classes exotiques 
du feuifletuge ci C TP. Ces classes sont nulles si le feuilletage admet une bundle-like metric. 
On remarquera que ces classes exotiques sont “ plus fines ” que celles de Bott-Haefliger 
(voir [3] et [4]) en le sens suivant: 
si WO, = NC,, . . . , c,l/(deg > s> 0 A (h,, . . . , L+J, 
on a une application naturelle T: WO, + WO,,,’ et un diagramme commutatif (qui m’a et.6 
signale par Lehmann) : 
oh la fleche A* d&nit les classes exotiques de Bott-Haefliger du feuilletage. Ceci resulte 
immediatement du fait que les C T P sont des connexions basiques (au sens de [3]) parti- 
culikes. 
Par suite: (i) l’existence de C T P entraine la nullite de certaines des classes exotiques 
de Bott-Haefliger, a savoir celles obtenues a partir du noyau de I’homomorphisme T*, 
(ii) la nullite des classes exotiques du feuilletage a C T P entraine la nullite de tomes les 
classes exotiques de Bott-Haefliger. 
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2.4. Classes caractkristiques fines et dasses exotiques des feuilletages B C T P 
(a) Considerons duns WO$l un cocycle: 
z = (cil Ci2 . . . Ci,)hj, A . . A hjr avec 1 I i, 5 i, 2 . . . 5 i .s 5 q/2 
1 Ij, <jr < ‘.. <j, I q. (12) 
La condition de cocycle s’ecrit: 
i, + i, + .*. +i,+jl >q/2 
et d’autre part, pour que c( # 0, on devra avoir: 
(13) 
i, + i, + *.. + i, < q/2. (14) 
THEOR~ME 2. Si les classes de Pontrjtigin basiques impaires pif:l (Q) sont nulles, alors la 
classe exotique A’*([r]) dejinie ci partir du cocycle (12) est nulle sous les hypoth&es suivantes: 
1 ‘un des indices i, , . . . , i,estimpaireti,+i,+...+i,+j,>q/2+1. 
Demonstration. SOUS les hypotheses faites, pour k impair compris entre 1 et q il existe 
une forme rc/” E H :k-lVo( V; W) telle que d $’ = q”(R), et par suite: 
@k,,, = $k + uk avec dUk = 0. 
Bien entendu $” = 0 pour k > q/2. Darts ces conditions: 
A’(U) = e+(n) A . . . A lJ.+(fi) A (l+b” + d’) A . ‘. A (l+b” + d’). 
Au second membre de cette expression toutes les formes sont basiques sauf les uj. L’hypo- 
these i, + . . . + i, + jl > q/2 + I entraine alors: 
A’(c() = cpi’(n) A . . . A cp”(fi) A Ujl A . . . ,., & 
et dans ce produit exterieur tous les facteurs sont des formes fermees. L’un des indices 
ttant impair, l’une au moins est cohomologue a 0, d’oh le resultat. 
C.Q.F.D. 
On remarque que les hypotheses du Thtoreme 2 sont en particulier plus faibles que 
l’existence d’une bundle-like metric. 
On peut faire une etude analogue en supposant toutes les classes caracteristiques basiques 
nulles. 11 vient alors: 
THEOR~ME 3. Si les classes de Pontrjagin basiques pkas(Q) sont nulles, la classe exotique 
A’*([a]) deffinie (5 partir du cocycle (12) est nulfe si il + . . + i, + j, > q/2 + 1. 
En fait, dans ce theoreme, on pourrait seulement supposer pEas = 0 pour k impair et 
pk = 0 pour k pair. 
(b) Etudions maintenont le cas oh le fibre Q transverse au feuilletage a C T P Ctudit 
admet une triviafisation. On pourra alors (voir [4]) definir de nouvelles classes exotiques en 
utilisant l’algebre differentielle: 
Wilz = NC,, . ..., qq,,,l/(deg > q/2) 0 A (A,, h2, . , h,J (15) 
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avec dck = 0, dh, = ck si k I [q/2], dh, = 0 si k > q/2. 
La trivialisation utilisee permet, par “ comparaison” avec la C T P w, de definir des 
formes differentielles @i de degri (2k - 1) vlrifiant: 
d$,,=cp’(R) pourk= I,...,q (16) 
d’oh I’on deduit, comme au paragraphe 2.3 un homomorphisme: 
6’* : H*( w;,J -+ H*( v; W) (17) 
definissant les classes exotiques du feuilletage 6 C TP et bjibri transverse trivial. 
Un cocycle de Wiiz s’ecrira encore sous la forme (12), les indices j pouvant maintenant 
etre pairs. On obtient alors un resultat analogue aux precedents: 
THEOR~ME 4. Si les classes de Pontrjagin basiques pi_(Q) sont toutes nulles, la classe 
exotique a’*([~]) obtenue ZI partir du cocycle (12) est nulle si on a: 
i, + ... +i,+j,>q/2+ 1. 
On notera que les resultats ci-dessus peuvent s’interpreter en termes de suites spectrales 
en utilisant les constructions de [7]. 
53. PR0PRIRTt.S TOPOLOGIQUES DES FEUILLETAGES a C T P 
On reprend les notations du $1. (P’, S) etant munie de la C T P w, on note 
E, (K PT 7 Wq, WI 
le fibri des reptres transverses, Fr le feuilletage releve dans E, au dessus de 9. Ce feuil- 
letage releve est horizontal pour w. 
3.1. Une propri6tC de l’holonomie du feuilletage 
Soient x un point de V, F, la feuille passant par x, f, un lacet en x de F,, W, une sous- 
variete transverse au feuilletage passant par x. o induit sur W, une connexion lineaire. Mais 
de plus, o ttant projetable, le glissement le long de I, suivant les feuilles laisse invariant le 
germe en x de la connexion induite sur W, On en deduit: 
PROPOSITION 1 (voir [12]). Si w est une C TP sur (V, 9), en tout point x de Y I’hofo- 
nomie de la feuille F, laisse invariante la connexion IinPaire induite par LC) sur un germe de 
sous-variktt transverse en x. 
Notons que cette propriete doit etre verifiee pour toutes les C T P w, ce qui donne des 
conditions tres fortes sur l’holonomie de 9. 
3.2. Etude de I’holonomie du feuilletage RT 
On notera d’abord que Fr n’est autre que le feuilletage d’holonomie injinitP.simale 
d’ordre 1 (au sens de la thiorie des feuilletages): au dessus d’une feuille F, de 9, le feuil- 
letage F;, dtfinit une connexion sans courbure. L’ holonomie de cette connexion (au sens 
de la theorie des connexions) dtfinit en tout point x, E F, un homomorphisme: 
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4,’ : TV-, 3 x,) + G4Qx.J 
qui est precisement I’holonomie infinitesimale d’ordre 1 en x, de la feuille F, . 
Notons Q, le fibrt vectoriel transverse au feuilletage aT. 
LEMME. LejibrP vectoriel QT admet une trivialisation projetable suivant le feuilletage %-, . 
En effet, localement o est la preimage d’une connexion lineaire 0 sur une varidte 
quotient locale W de V. Le fibre des reptres lineaires de W, e(W), est une variete quotient 
locale de E, . Sur e(W), la connexion lintaire 0 determine de facon naturelle un parallelisme 
absolu, defini par les champs geodesiques de 0 et les champs fondamentaux du fibrt e(W). 
La preimage de ce paralltlisme absolu par la projection de E, sur e(W) sera une trivialisa- 
tion projetable de Qr . La definition est locale mais, par unicitt, elle est valable globalement, 
d’oh le resultat. 
On en dtduit: 
PROPOSITION 2. Le feuilletage %T est sans holonomie. 
Demonstration. Tout feuilletage dont le fibre vectoriel transverse admet une trivialisation 
projetable est sans holonomie; en effet I’holonomie en un point doit commuter avec les 
groupes locaux a un parametre ddfinis sur une sous variete transverse par les champs de 
vecteurs associls a la trivialisation. D’oit le resultat, compte tenu du lemme precedent. 
3.3. Cas d’une C T P complete 
Etant donnts une varilte feuilletle (VI, %I) et un champ de vecteurs X sur VI on 
suppose X projetable suivant %I. X definit alors une section projetable X, du fibre Q, trans- 
verse Lr %I. On dira que X est un relevement de XI. 
Une section projetable XI de Q, partout differente de 0 sera dite complete si elle admet 
un reltvement X qui soit un champ de vecteurs complet de VI. 
Ceci &ant, on pose: 
Definition. Une C T P o sur la variett feuilletle (V, %) sera dite complete si les sections 
de Qr dtfinies par la trivialisation projetable construite au lemme precedent sont com- 
pletes. 
On a alors: 
PROPOSITION 3. Si w est une C TP complete sur (V, %), alors toutes les feuilles du 
feuilletage %r sont dt@omorphes entre elles. 
Demonstration. Sous les hypotheses faites, la trivialisation projetable de QT permet de 
definir sur la variete E, un groupe transitif de diffeomorphismes respectant le feuilletage 
%=, d’oh le resultat. 
COROLLAIRE (Thloreme de stabilite). Si (V, %) admet une C T P o complete et possede 
une feuille F, compacte h groupe d’holonomie infnitP.simale d’ordre 1 jini, alors toutes les 
feuilles de % sont compactes a groupe d’holonomie infinitesimale d’ordre I jini. 
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Remarque. Les d6monstrations pr&dentes s’appliquent en particulier pour les feuil- 
letages d bundle-like metric et permettent de retrouver tris simplement les r&ultats de 
Reinhart (voir [ 141). 
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